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Resumen
El presente articulo plantea la importancia de la construccién de los conceptos de razén
y proporcién a través de una secuencia de ensefianza que fue puesta en préctica con un
grupo de estudiantes mexicanos que cursaban el sexto grado de Educacion Primaria. Se
da una fundamentacion tedrica acorde con los objetivos de la investigacion, hay un
tratamiento metodol 6gico que inicia con la observacion hasta llegar alas entrevistas, las
cuales permiten determinar tres estudios de caso.
En relacion a Programa didéactico, la elaboracion de las tareas muestran una progresion,
iniciando con larevision de aspectos cualitativos para llegar alo cuantitativo, tomando
a la medicion en términos convencionales como no convencionales, como un
instrumento que permitiera establecer las relaciones; ya que e programa didéctico
apunt6 a reconocimiento de las razones como relaciones entre cantidades y de las
proporciones como relaciones entre razones.

Introduccion

Muchas de las necesidades que presentan los alumnos de secundaria o bachillerato,
tienen sus raices en la escuela elemental. En efecto, hay temas de mateméticas que se
introducen en la primaria y dependiendo de la forma como se traten, asi como de la
construccion que de los conceptos involucrados en ellos se haga, es o que permite alos
estudiantes avanzar hacia la comprension de conceptos que trabajaran en los siguientes
niveles educativos. Este es €l caso de razon y proporcion.

Atendiendo a la falta de estudios previos exclusivamente referidos a la construccién de
los conceptos de razén y proporcion simple y directa se decidid llevar a cabo un
programa de ensefianza de estos topicos con un grupo de estudiantes que cursaban €l
sexto grado en la escuela primaria. Dicho programa se desarroll6 en tiempos reales y
afin con € curriculo escolar. Esta propuesta de ensefianza que la autora de este
documento elaboré corresponde a sustrato més elemental de razén y proporcion, hace
un recorrido partiendo de la revision y e enriquecimiento del pensamiento cualitativo
de los alumnos, se hace €l transito de lo cudlitativo a lo cuantitativo hasta llegar a la

cuantificacion.

El Problema

El problema de investigacion consistio en revisar las estrategias que emplean los
estudiantes de sexto grado de primaria, a resolver problemas de razén y proporcion
simple y directa, para reconocer los procesos cognitivos del pensamiento de los



aumnos y poder determinar cOmo estructuran sus respuestas ante situaciones
problematicas. Lo que constituyé la base para el disefio y aplicacion de una propuesta
de ensefianza de los tépicos sefidados, que fuera afin con sus elaboraciones y que se

adecuara al curriculo escolar.

Para el reconocimiento de los procesos cognitivos del pensamiento de los estudiantes
de la investigacion, fue fundamental revisar las estrategias usadas por ellos, porque
permiten recuperar ciertos pasajes del pensamiento que desarrollan a enfrentar tareas de
razén y proporcion y porque exhiben una gran diversidad de sus recursos’, asi como
diferentes modos de representacion, como €l de latabla, €l del dibujo y e numeérico; 1o

cual es fundamental para el disefio y aplicacién de la propuesta de ensefianza.

Cabe sefidlar que durante la propuesta de ensefianza no se menosprecian |os otros
procedimientos mencionados por Polya (1984) y demas investigadores, pero es
importante enfatizar que € fin de lainvestigacion no fue e trabajo con algoritmos, sino
conocer e identificar algunos aspectos cognitivos de los alumnos como pensamientos,
estrategias de solucion, informacion perceptual, lengugje, registros semidticos, entre
otros. Porque con € programa didactico se pretendio que ellos comprendan y usen los
términos de razon y proporcion simple y directa en distintas situaciones que se les
planteen. Asimismo, se intenta desarrollar una metodologia adecuada que favorezca €l

proceso seguido hasta la construccion de dichos conceptos.

Este desarrollo conceptual es comin a lo que se dio de forma similar a lo que sefiala
Glasersfeld (1995), que es a través de una aproximacion constructivista, la cual requiere
de una autorregulacion y construccion de estructuras conceptuales a través de la
reflexion y abstraccion, ya que los problemas no son resueltos por recuperacion de

datos, o por un aprendizaje automatico de respuestas correctas.

“Tener registrado y encontrado un patron hacia la meta provee, incomparablemente,
maés placer y satisfaccion, que simplemente haber dicho que uno ha dado la respuesta
correcta’ (Glasersfeld, 1995).

! Tomando | a definicién de Schoenfeld (1985) 1os “recursos”
representan un inventario de | o que el sujeto sabe, |0 que incluye
conoci m entos, hechos y definiciones basicas, tanbi én se contenpl an
| as formas en que estos conocim entos son traidos y nanej ados por el
estudi ante al resolver un probl ema.



Se ve reflgjado €l caracter constructivista del programa de ensefianza a coincidir con lo
dicho por Pérez (1999, p.63):

“Aunque la ciencia matemética sea una disciplina formal cuyos procedimientos se
basan fundamentalmente en métodos deductivos, también es cierto que, como sefialan
tanto e curriculo de Primaria como el de Secundaria, los conocimientos matematicos
son una construccion del propio alumno que tienen sus raices en la actividad inductiva

en lavida cotidiana.”

Por esta via del constructivismo, € proposito del estudio fue hacer un tratamiento
didactico introductorio de razén y proporcion simple y directa, promoviendo que €l
estudiante desarrolle un manejo conceptual de los tépicos sefia ados.

El fin dltimo de lainvestigacion es que € educando llegara a la construccion de ambos
conceptos, considerando a la razon como una relacion entre magnitudes y a la
proporcion como una relacién de equivalencia entre razones, segun definicion dada por
Hart, 1988.

Justificacién
Existen varias razones por las cuales se decidi6 llevar a cabo esta investigacion, las que

Se resumen a continuacion.

- Lano comprension de los tépicos de razén y proporcidn contribuyen al mal empleo de
conocimientos de la aritmética (manegjo de problemas multiplicativos, entre otros) que
se trabagjan en la escuela primaria, ademés de que delimita y distorsiona conceptos que
se abordan en la secundaria y vocacional, como la variacion proporcional, funciones,

derivadas, etc.

- La experiencia vivida por la autora de esta investigacion, como docente y asesora en
los niveles de primaria, secundaria y vocacional, le han permitido constatar que tanto
profesores como estudiantes muestran dificultad al resolver situaciones en las que se
involucran las nociones de razén y proporcién. En parte, se manifiesta al no identificar
varias representaciones que pueden usarse a resolver problemas de razén y proporcion,
como en € caso de no relacionar la representacion tabular con la numérica; 1o que se
refleja en la forma en la que algunos profesores manegjan el llenado de las tablas que

aparecen en los libros de texto gratuitos de primaria SEP, 1995, ya gque no establecen las



relaciones tanto internas como externas entre las cantidades, ademas de que estas
relaciones no son vistas como razones. Otra dificultad detectada es con respecto a los
métodos de solucién que emplea € estudiante a resolver problemas de razén y
proporcion, como cuando el sujeto tiene que escoger entre usar nUMeros naturales o
fracciones, la via por la que se inclina es la primera, evadiendo la manipulacion de

fracciones.

- La inclusion de los temas razén y proporcion al inicio del programa de estudios del
curso de Algebra® correspondiente al &rea de ciencias bésicas del nivel medio superior,
en particular en los Centros de Estudios Cientificos y Tecnologicos, muestra la
importancia de abordar estos topicos de manera claray enfocada hacialarevision de la
construccion de ambos conceptos, antes de hacer un tratamiento méas formal como
continuacién de lo visto en la secundariay en lalos Gltimos grados de la primaria.

- Un estudio previo® de carécter exploratorio que muestran Ruiz et al. (1997ay 1997b) y
Ruiz (1997), donde se trabaj6 con estudiantes de sexto grado y profesores de los niveles
basico y medio, fue indicador de la utilizacion de la regla de 3 simple como Unica
herramienta para resolver problemas de valor perdido en su resolucion, que en el caso
de los profesores, el empleo de este algoritmo fue exitoso, no sucediendo |0 mismo con
los estudiantes, afiadiéndose a ello el que no hubo manifestacion de entendimiento en su
uso. Este estudio previo permitié ver la trascendencia de la instruccion escolar sometida
bajo cierta clase de organizacion escolar, a través del empleo de un agoritmo, en la
resolucion de problemas de valor perdido. Muestra que si la ensefianza no introduce la

regla de tres, ésta no aparece por si sola.

Tanto profesores como estudiantes redujeron el tratamiento de razonesy proporciones a
la resolucién del tipo de problemas antedichos, a través de la regla de tres. Se pudo
constatar, €l poco peso que tiene en la ensefianza la eleccion comprometida acerca de

las razones y las proporciones, siendo que a nivel del programa de sexto grado esta

2 Ver en el apéndice 1. Qbjetivos particulares de la prinera unidad del
curso de al gebra del programa de estudi os del CECyT.

%Este estudio previo constituyd exclusivamente una fuente de obtencién
de informacion. Los problemas que conformaron la actividad eran muy
tipicos y dieron lugar al uso de la regla de 3, por lo que fue
necesario trabajarlos enpleando una guia de preguntas (tomando cono
ant ecedente el tema de escala) y la estrategia heuristica del
di agr ana.



incluida la variacion proporcional simple, en la mayoria de los médulos que lo

integran.

- Un estudio realizado por Camarena, P; Rondero C; y Colin, J., (1985) muestra que en
los Programas iniciales del ESIME estaba presente la aritmética razonada, més tarde
ésta fue sustituida por otra asignatura y estos investigadores consideran que su
desaparicion del Programa de Estudios establece diferencia entre la formacion de los
primeros ingenieros egresados de dicha I nstitucion con respecto a los subsecuentes.

Camarena, Rondero y Colin comentan que la aritmética razonada era un curso que

permitia alos estudiantes |a comprension de conceptos abordados durante su carrera.

En torno alavigencia del estudio
Los topicos de razén y proporcion son fundamentales dentro de la ensefianza, por

ello han sido sometidos a estudio por diversos investigadores de diferentes paisesy en
distintas épocas. En la década de los 80 fueron trabajados fuertemente y antes, con

Piaget, pero no por ello han sido agotados.

Actuamente continda la investigacion a nivel internacional como en el caso del estudio
realizado en Londres por Mellar (1991), quien presenta modelos sobre sistemas de
produccion del pensamiento en un grupo de adultos jovenes al referirse a una tarea del
razonamiento proporcional que les fue dada. Este trabajo aportd un punto de vista de
como se encuentran estudiantes de niveles superiores a trabajar con problemas de
proporcionalidad, que por los resultados obtenidos se observa deficiencia en este
campo, ya que Mellar encontrd que muchos de sus sujetos recurrieron a la suma, de
maneraincorrecta, como una estrategia que les permitierallegar a una solucion.

El trabgjo de Méellar, entonces, invita a continuar abordando estos tOpicos con

estudiantes de méas temprana edad.

Por otra parte, Lesh y Doerr (en prensa) han disefiado y puesto en practica distintas

tareas, entre las que se encuentran algunas de razén y proporcion®. Estos autores sefialan

4Tarea conmo la que han titulado “The Big Footprint Problenf. Lesh, R
y Doerr, H M (en prensa). Foundations of a nodels and nodeling
perspective on mathematics teaching and learning. En: H M Doerr vy
R



que los estudiantes deben de enfrentarse a resolver problemas significativos a través de
hacer descripciones simbdlicas de las situaciones que se les presenten, las cuales sean
similaresalasdelavidareal.

En la actualidad, Lesh y Doerr, trabajan, entre otros, 10s topicos de razén y proporcion,
enfocandose a la ensefianza, 1o cual es afin a estudio de investigacién mostrada aqui.
Hay una actividad de estos investigadores que fue empleada en el programa de
ensefianza. Latarea setitula“ The Big Footprint Problem”.

El disefio de latareay la manera como Lesh latrabajé resulta muy original, divertida e
interesante para los nifios y constituye unarica fuente para explotar o correspondiente a

razon y proporcion.

Hay otros trabajos como el de Vallgjo-N§era, 1999, que se inspira en tomar las medidas
antropométricas como una fuente de relaciones de proporcionaidad. En especial
Vallgjo-Ngjera comenta distintas situaciones en las que establ ece relaciones entre partes
del cuerpo para saber si estédn en proporcion. Elladice:

“Los matematicos y los arquitectos dan bastante importancia a este asunto de las
proporciones. Para ellos <<proporcién>> es algo parecido a <<equilibrio>>" (1999, p.
47).

También sefiala que a crecer, € incremento de medidas se dan proporcional mente.

Szymansky presentd una parte de su investigacion en €l 29° Simposio de la Sociedad de
Piaget (1999). Dicha autora esté trabajando, desde hace tres afios, todo o relacionado al
desarrollo de la nocién de proporcionaidad. Considera a los problemas que implican
proporciones simples y multiples, como parte de las estructuras multiplicativas,
entendidas como campo conceptual segun Vergnaud (1988), el cual involucra conceptos

cuya solucién exige que las personas multipliquen o dividan.

Cotret, en 1991 presentd su tesis doctoral, mostrando un estudio sobre el

reconocimiento y el tratamiento de la comprensiéon de problemas de proporcionalidad

Lesh (Eds.). Beyond constructivism A nodels and nodeling perspective.

Mahwah, NJ: Law ence Erl baum Associ at es.

> Ver apéndice 2, en donde se nuestra la tarea “The Big Footprint
Pr obl enf .



con estudiantes de 13 y 14 afios de edad. Cotret se interesd en analizar los diferentes
procedimientos de resolucién que los estudiantes utilizan, tanto los homogéneos
(tratamiento entre dimensiones de la misma naturaleza) asi como los heterogéneos

(tratamiento entre dimensiones de natural eza diferente).

El trabajo de Cotret se relaciona con la presente investigacion en cuanto a que en el
programa didéctico se pretende que e estudiante use tanto las razones internas como
externas, segun definicion de Freudhental, 1983, 1o que en el caso de Cotret equivalen a
los procedi mientos homogéneos y heterogéneos.

Block, 2001, en su tesis doctora titulada “La nocidn de razon en las matematicas de la
primaria’ expresd (desde una perspectiva didéctica que destaca el funcionamiento de los
saberes en tanto medios implicitos de resolucion antes de asumir la forma de
conocimientos explicitos) que la nocidn de razon constituye una herramienta bésica en
el trabajo que realizan los alumnos de primaria a enfrentar problemas multiplicativos.
Block comenta que desde ese punto de vista, la nocién de razon se revela, en €
aprendizaje, como un antecedente de la nocién de nimero racional, tanto en su funcién
de medida como en lade aplicacion lineal.

Del estudio realizado por Block se toman en cuenta, para lainvestigacion que se reporta
en este documento, las dificultades provocadas en la ensefianza primaria (manejo de
problemas multiplicativos, entre otros) a partir del cambio que se dio a nivel de los
programas de Educacion Primaria y de la reduccion de los tratamientos didéacticos de

razon y proporcion.

Hasta agui se han mencionado algunos de los investigadores que recientemente han

estudiado aspectos relacionados con |os topicos de razon y proporcion.

Estudios precedentes en el Departamento de Matematica Educativa del Cinvestav

Dado que uno de los propositos del estudio expuesto en este articulo es llegar a un
reconocimiento de la razon como fraccion, se toma como antecedente varios estudios
desarrollados en e Departamento de Matemética Educativa (Figueras, Filloy y

Vademoros, 1985; Ponencia presentada en 1985 ante la Sexta Conferencia



Interamericana de Educacion Matemética; 1986; 1987 y Valdemoros, 1988, 1992,
1993a, 1993b, 1994, 1995), los cuales estuvieron centrados en los fundamentos del
desarrollo cognitivo de las fracciones y los nimeros racionales, con estudiantes de
primaria'y secundaria. Algunos de los planteamientos de dichos estudios, se presentan
en dos tesis elaboradas en el mismo Departamento, las cuales fueron tomadas en cuenta

paralainvestigacion desarrollada en este documento.

En la tesis doctora de Vademoros, 1993a, se presentaron situaciones de variacion
proporcional desde un mangjo muy intuitivo, ya que se desarroll6 con estudiantes de
cuarto grado de primaria; los resultados mostraron que hubo nifios que llegaron a
respuestas satisfactorias, con un fuerte respaldo en lo perceptual, prescindiendo del uso
explicito de razones expresadas en términos de fracciones, por € grado de dificultad que
esto representa’y que es lo gque se pretende con nifios de mas avanzada edad. Lo que se
puede decir es con respecto a la posibilidad de que la nocion elemental de razon estaba
presente en ellosy que prevalecio € uso del operador multiplicativo. Este planteamiento
gue podria quedar como una hipétesis, contribuyé a que la autora del presente
documento rastreara a través de los procesos cognitivos de los estudiantes de sexto de
primaria, |0 concerniente a su pensamiento proporcional y asi desarrollar una propuesta

de ensefianza que partiera de lo cualitativo.

En e Programa de Ensefianza realizado y reportado por Ruiz, 2002 se trabajan las
fracciones equivalentes como antesala a la designacion del concepto de proporcion en
términos de la relacién de equivalencia entre dos 0 més razones. Por €ello es basico €l
trabajo de Figueras, 1988, en donde a través de un estudio diagndstico realizado con
estudiantes de primero de secundaria mostro, entre otros aspectos, que a trabgjar el
reparto proporciona relacionando dos magnitudes, se puede introducir €l concepto de

equivalencia de fracciones. Figueras comenta:
“...Subyace en la presentacion de esta nocidon e significado de fraccién como razén: €
numerador es a denominador como la parte es a todo, de manera que, la equivalencia entre
dos fracciones, a través de la comparacion de cantidades, via € resultado de un proceso de
reparto, se define por medio de laigualdad de dos razones’ (1988, p.14).

Objetivos del estudio

A continuacion se detallan los objetivos de la investigacion, tomando en consideracion

la manera de abordar el problema sefialado y laintencion del presente articulo:



Objetivos generales

s Mostrar las estrategias que usa €l estudiante al resolver problemas de razén y
proporcion simple y directa, para poder reconocer componentes cualitativos y
cuantitativos del pensamiento ligado a estos tépicos y sus diversos modos de
representacion.

« Presentar una propuesta de ensefianza que permita recuperar y enriquecer las
estrategias empleadas por e estudiante a enfrentar problemas de razén y
proporcion.

X/

¢+ Llegar aun reconocimiento de la fraccién como razoén.

Obj etivos especificos

% Explorar® y enriquecer’ el pensamiento del estudiante, apoyado en lo perceptual® y
la experiencia, a enfrentarse a situaciones que se le presenten en forma verba y
escrita, que involucren alas razonesy proporciones.

% Explorar y enriquecer el paso de lo cualitativo alo cuantitativo.

% Indagar, tanto los procesos coghnitivos’ como los procedimientos algoritmicos que
el estudiante involucra en laresolucion de problemas de razon y proporcion.

« Indagar acerca de las dificultades detectables en las estrategias usadas por €l
estudiante, en particular, la posible emergencia de estrategias aditivas y favorecer el

trénsito desde |os planteamientos aditivos a los multiplicativos™.

® El explorar conduce a indagar e identificar o que ya esta dado en
| os estudiantes, pero en esa bUsqueda no hay wuna intervencion
di dacti ca.

" El enriquecer hace alusion a |los avances que |legan |os alumos a
través de |la aportaci 6n del proceso de ensefianza que derive de esta
pr opuest a.

8 Lo perceptual se refiere al dato externo registrado por |os sentidos
y a la transfornmaci 6n que sufre cuando se integra con el pensanmi ento.

® Se refiere a procesos de pensanmento, procesos sinmbolicos de
representaci 6n (del |enguaje natural y técnico, conp de otros procesos
de representaci 6n sem 6tica).

0 Bl hecho de que los estudiantes hagan uso de |as estrategias
aditivas conb un recurso universal, |os conduce a que puedan incurrir
en errores. La propuesta de ensefianza contenplard el favorecer la
reflexiéon acerca de esto y la generalizacion de estrategias
mul tiplicativas.



+ Diseflar actividades que conduzcan a profesor de primariay al estudiante hacia una
aproximacion comprensiva de los conceptos de razén y proporcion.

«+ Desarrollar una propuesta de ensefianza que permita € uso simultaneo de modos
diversos de representacion, tales como el del dibujo, € de la tabla o el numérico y
sus correspondientes enlaces e interacciones.

s Expresar alarazon como fraccion.

% Llegar a uso de un lenguaje més técnico™ a partir del lenguaje comun. Estos es, que
a través de la ensefianza los estudiantes se aproximen al lenguaje técnico por medio
de reglas sintécticas establecidas en € lengugje aritmético de los numeros

racionales.

A continuacion, se muestran otros trabajos que fueron desarrollados con anterioridad a
los descritos y de los cuales se recuperaron aspectos que fueron empleados para €l
disefio y aplicacion del programa de ensefianza.

L os autores que se manejan en el marco tedrico son en su mayoria constructivistas y 1os
restantes, presentan compatibilidades bésicas con el constructivismo, ya que se procurd
crear consistencia en la conjuncién de lo didéctico con la reflexién matemética acerca

de razény proporcion.

Marco Tedrico
Algunos investigadores que se incluyen en este marco se enfocaron en todo lo que

acompafia a la produccion del conocimiento, en las que se exhibe como los estudiantes
se enfrentan a un problemay lo que piensan en torno a él (es €l caso de los trabajos de
Piaget, 1978ay b, Piaget e Inhelder, 1972). Otros estudios examinaron la realizacion o

los logros de los estudiantes y el uso de estrategias de solucion a problemas sobre

1 Técnico, ca. “(De lat. Technicus y del gr. arte). Adj. Perteneciente
o relativo a las aplicaciones de las ciencias y las artes. 2) Dicho de
una pal abra o de una expresi on enpl eada exclusivanente y con sentido
distinto del wvulgar, en el Ilenguaje propio de un arte, ciencia,
oficio, etc.” Real Academ a Espafola (2001, p. 2144). Respecto a
| enguaj e, agreganps |as definiciones de Kieren, (1988) distinguiendo
un nivel técnico de uno fornmal. El |enguaje técnico es susceptible de
i ncorporaci6n o utilizaci6n de fenénenos concretos. El |enguaje fornal
hace referencia a un nivel de abstraccién o de generalizaci 6n mas
avanzado, que puede prescindir de |la experiencia y de lo concreto. La
expresion lenguaje técnico, en la presente tesis, es aquél que
corresponde al nmanejo no-fornal de la aritnmética, conpuesto por signos
acordados universal nente, por ejenplo |os signos arabigos articul ados
entre si, esto es, conbinados entre si en base a reglas sintacticas
fijadas en el lenguaje aritnético.



razonamiento proporcional como lo reportado en Noelting (1980); Karplus, Pulos y
Stage (1983 ay b); Hart (1988); Lesh, Post y Behr (1988), etc.

Algunas investigaciones han llegado a ser extendidas a maestros en formacién y
maestros de la escuela elemental, en servicio.

Otros investigadores como Verganud se interesd en las estructuras aditivas y
multiplicativas y en €l uso de la tabla para e reconocimiento del operador escalar y €l
operador funcion.

Los estudios de Kieren dan un amplio panorama en €l trabajo de las fracciones y es él
quien sefidalos distintos subconstructos de la fraccién.

Enseguida se muestra con més profundidad |as aportaciones a estudio que aborda este

articulo hechas por los investigadores sefialados

Piaget en €l terreno dela proporcionalidad

Piaget (1978a) hizo un seguimiento de | as etapas del desarrollo intelectual, hastallegar a
la de las operaciones formales, o que condujo a entender los fundamentos que é
encontrd en el tratamiento especifico de los temas de razén y proporcion.

Piaget e Inhelder (1972) sefialan que en el estudio de la evolucion del pensamiento del
nifio, con frecuencia encontraron el problema de cémo llegan a ser entendidas las
proporciones. En el caso de lavelocidad, estaidea se observa en el momento en que dos
movimientos sucesivos tienen que ser comparados sobre dos diferentes tiempos y
distancias, decir por gemplo, 5 cm en 1 segundo y 10 cm en 2 segundos. De manera
similar, con €l juicio de los nifios en el caso de la probabilidad, |a idea de proporcion
esta directamente implicada, a decir, por gemplo, 2 casos favorables de un total de 4
casos, como 3 casos favorables de un total de 6 casos. Ambas situaciones no aparecen
completamente desarrolladas hasta € nivel de las operaciones formales, pero més
tempranamente si se puede observar que hay proporcion en casos mas simples, como
situaciones que en su laboratorio se abordan a través de la balanza, los vasos

comunicantes, las varillas flexionadas, entre otros.

Piaget y lasraices cualitativas del pensamiento propor cional

Piaget (1978b) sefiala que el sujeto puede construir el esquema de proporcionalidad

cualitativa cuando comprende que un incremento en una variable independiente da €l



mismo resultado que un decremento en la variable dependiente. Es decir, cuando

comprende gue requiere de un elemento de compensacion.

Piaget (1978), a través de sus experimentos realizados, sefidla que el nifio adquiere la
identidad cualitativa antes que la conservacion cuantitativa y hace una distincion entre
comparaciones cualitativas y la verdadera cuantificacion.

En efecto, para Piaget la nocién de proporcion empieza siempre de una forma
cualitativay légica, antes de estructurarse cuantitativamente.

Piaget (1978a) comenta que entre los 11y los 12 afios, se ve en €l sujeto la presencia de
la nocion de las proporciones en diferentes ambitos, tales como: las proporciones
espaciales (figuras semejantes), |as relaciones entre pesos y longitudes de los brazos en
la balanza, las probabilidades, etc. En e caso de la balanza de barra, € sujeto puede
comprender, mediante la manipulacion del dispositivo, que es posible conservar €
equilibrio teniendo dos pesos iguales a las mismas distancias del centro, pero también se
conserva €l equilibrio disminuyendo un peso, pero algandolo y aumentando € otro,
aunque aproximandolo al centro. La comprensién de esta proporcionalidad (tanto
directa como inversa), se da en primer lugar por via cuaitativa: “es o mismo aumentar
el peso que la distancia’ luego en formas métricas simples. “disminuir e peso
aumentando lalongitud equivale a aumentar el peso disminuyendo lalongitud”.

Piaget (1972) describio € avance en el razonamiento que aparece en tanto €l nifio se
aproxima a la adolescencia, como “razonamiento formal” y sus caracteristicas fueron
diferentes a las que especificé como “razonamiento concreto”. Piaget siempre acepto
una logica de lo concreto, que se ubica en la etapa de las operaciones concretas. El
razonamiento proporcional, junto con la habilidad de formular hipétesis y trabajar con
un cierto nimero de variables es indicativo de que € estudiante se encuentra en la etapa
del razonamiento formal y que es cuando €l sujeto tiene que reflexionar y hacer
abstracciones para entender alas razones como relaciones entre cantidades y vincularlas
a otras razones. La solucién plena de un problema que involucra proporciones exhibe €l
razonamiento formal, mientras que una solucion incompleta muestra el nivel del
razonamiento concreto.

De Piaget se rescata para la investigacion reportada en este articulo, € reconocimiento
de lo cualitativo como lo primero que se da en €l sujeto en torno a la proporcionalidad,

de ahi que tanto & cuestionario como € disefio de las tareas de ensefianza, inician con



actividades que pretenden revisar los componentes cualitativos de las relaciones

proporcionales.

También se toma de Piaget lo referente a que e razonamiento proporciona se
manifiesta, aproximadamente, en el estudiante de secundaria, por lo que en la
investigacion reportada agui —con sujetos de primaria- se hace unaindagacion inicial de
los procesos cognitivos del estudiante en torno arazon y proporcion, para gue con base

en lo que piensay conoce, serealice la progresion de ensefianza.

Otra de las aportaciones que fue tomada de la teoria de Piaget, en la investigacion
reportada en este documento, se refiere al criterio de identidad que utilizan los nifios
como una forma de conservacion y esto se ve en las categorias verbales que dieron los
estudiantes con |los que se trabajo al mencionar como argumento de la reduccidn, en uno
de los modelos de ensefianza referido a Blanca Nieves y los siete enanos, que la cama

reducida era mas pequefia pero igual ya que no se le quitaba ni se le aumentaba nada.

También, tanto en €l cuestionario como en €l programa de ensefianza estuvo presente la
idea de semejanza de la que nos habla Piaget, pues se recurrio a trabajar con figuras
geomeétricas en distintos partes que integraron el cuestionario asi como en diferentes
momentos del desarrollo de la propuesta de ensefianza aplicada. Finalmente, los
alumnos las llegaron a reconocer como figuras semejantes a aguéllas con las que
guardan proporcion.

El trabajo de Noelting en torno razén y proporcién

Noelting, (1980a y1980b) describié diferencias individuales en la generacion de
estrategias usando un problema de contexto numérico con una mezcla de jugo de
naranja.

En la teoria de Noelting, é encuentra la distincion del tipo de comparacion hecha por
los sujetos al resolver un problema. El nota que los sujetos pueden comparar primero las
cantidades de jugo de naranjay agua “dentro de” cada recipiente y luego comparan las
dos relaciones establecidas; pero también observa que los sujetos pueden comparar
primero las dos cantidades de jugo de naranja y las dos cantidades de agua “entre” los
recipientes y después comparan estas dos relaciones. La primera forma de proceder la
denomina“ estrategia dentro de” y la segundalallama* estrategia entre”.



En laparte | del trabajo realizado por Noelting (1980a), se plantea el problema respecto
ala posibilidad de jerarquizar el desarrollo cognitivo, de tal forma que los sistemas de
orden superior controlen alos subsistemas de orden inferior.
La investigacion que llevo a cabo Noelting, para abordarlo, tomo el caso del desarrollo
del razonamiento proporcional y el experimento que utilizd en la investigacion fue el
del “jugo de naranja’, que consistio en la comparacion de mezclas entre vasos que
contienen jugo de naranja y agua. Los reactivos que Noelting propuso tomaron en
cuenta todas las posibles variaciones de una situacion particular, pretendiendo que €l
sujeto determinara, a través de ellas, en cua habia mayor concentracion de jugo.
Formul 6 23 reactivos, los cuales variaba de acuerdo al grado de complgjidad respecto al
concepto de razén. Fueron aplicados a sujetos cuyas edades oscilaban entre 6 y 16 afios.
Noelting guarda una proximidad con las ideas de Piaget en lo correspondiente a como
se presentan y €l orden en que aparecen, ya que inicia con lo intuitivo-simbdlico que
plantea Piaget y continla hasta culminar con e reconocimiento de las operaciones
formales.
Noelting (1980a) comenta que los cambios en el desarrollo son de dos tipos:

i) Cuadlitativos, correspondiendo a uso de nuevas estrategias y requiriendo
previo entendimiento de nuevos datos, a través de la reestructuracion de la estrategia.

ii) Cambios cuantitativos, permitiendo incrementar la consolidacion de una
estrategia como es “gercitada’, o aplicando variaciones cuantitativas de | os datos.
En la parte Il de su trabajo, Noelting (1980b) presentd las diferentes estrategias que
emplearon los estudiantes, su descripcion y andlisis. Al redlizar e Ultimo, tomo en
cuenta simultdneamente la estrategia aplicada por €l sujeto y e problema parael cua la

utilizo, debido a equilibrio y no equilibrio que se puede dar entre estrategiay problema.

Involucrd relaciones de dos periodos de desarroll o:
i) Construccién del concepto de razon.

ii) Construccién del algoritmo del comun denominador.

En el problema, una relacion “dentro de’, corresponde a la razén entre el jugo de

naranjay €l agua en cada bebiday unarelacion “entre” corresponde a la razén, ya sea



entre el nimero de vasos de jugo de naranja en ambas bebidas™ o entre la cantidad de

vasos de agua también en las dos bebidas.

Karplus, Pulosy Stage (1983) sefidlan que una tarea administrada fue la del “ Sefior alto
y el sefior bajo” en la cual los sujetos respondieron explicando como habian encontrado
laalturadel sefior ato (que eslo que se pediaen e problema); usando los datos: altura
del sefior alto y bajo dada en botones ( 6 y 4 botones respectivamente ) y la atura del
sefior bajo medida con clips para papel que era de 6. Los diversos razonamientos
empleados por los sujetos fueron agrupados en 4 categorias. En una de €llas los
estudiantes no usaron €l dato dado, en otra emplearon relaciones aditivas, en una
tercera emplearon graficas y en la cuarta categoria usaron igualdad de razones. Una
fraccion pequefia de estudiantes, entre 14 y 17 afios de edad, usd proporciones.

Karplus (1983) sugiere, con base en la informacién obtenida, que el razonamiento
aditivo no subyace en una secuencia invariante de desarrollo, sino que esta fuertemente
influenciada por la instruccion y representa un esfuerzo de los estudiantes para abordar
unatarea de un modo adecuado, més que de una manera sistematica.

Estudios sobre propor cionalidad realizados por Hart

Hart encontré que la mayoria de los estudiantes consideré dificil e resolver problemas
matematicos que involucran proporcion. Aun asi, hay evidencia de que los estudiantes
de menor edad y los alumnos de la secundaria con menos éxito, tienen un sentido de lo
gue “se ve correcto” o lo que “parece ser una distorsion”. Un gran nimero de alumnos
resolvieron |os problemas de proporcién, primordialmente, a través de métodos aditivos
sin laimplementacion de la multiplicacion. Lainvestigadora enfatizé |os métodos en los

quelos estudiantes evadieron la manipulacion de las fracciones.

Una estrategia que Hart detectdé y que la usaron varios de sus estudiantes fue la
estrategia aditiva incorrecta®®, en la cua es sumada una cantidad fija que no se adectia
al modelo de la multiplicacion como suma repetida, para efectuar una ampliacion. El
estudio longitudinal del CSM S, agregd fundamento a punto de vista de que |os nifios no
salen de la estrategia aditivaincorrecta con el incremento de edad. En tres pruebas, en el

transcurso de | os afos, |os sumadores fueron consistentes en el uso de esta estrategia.

12 Las definiciones de |as relaciones “dentro de” y “entre” fueron
apoyadas en la interpretaci 6n que hace Karplus (1983) acerca de |la
aportaci 6n de Noelting.

BFue descrita previamente por Piaget y Karplus.



Hart comenta que a menudo los problemas de proporcién requieren e reconocimiento
de un factor escalar fraccional, seguido de una multiplicacién por € factor, por lo que

considera que la comprension de las fracciones y las proporciones estan vinculadas.

A los ojos de la autora del presente documento se observa que el trabajo realizado por
Hart, enfatizalagran importancia que tiene el desarrollo del pensamiento proporcional
en los terrenos de la ensefianza y del aprendizaje, como una forma de evaluacion de
ellos. Es decir, aHart le interesa: ¢Como aprende € sujeto? ¢Qué piensa? Esto no como
parte de un proceso evolutivo (como lo fue para Piaget), sino como parte de un proceso
que guarda estrecha relacion con la ensefianza. Hart sefiadla que el pensamiento
proporcional esta presente en el adolescente y que la consumacion de o més avanzado

se da unavez que ha construido determinados conceptos.

Para Hart, algunos niveles de generalizacién como: manejo de razones, modos de
generar equivalencias, entre otros, se dan cuando las estrategias multiplicativas son
usadas. Y en relacion a esto, le presta mucha atencion al hecho de que s en la
ensefianza se empieza por o aditivo, se pueden generar dificultades que repercuten en la
maduracién que e sujeto pudiera llegar a presentar para la utilizacion de la
multiplicacion como antecedente de la equivalencia.

Hasta ahora se puede ver que

Bezuk (1989) reporta un estudio realizado con maestros en servicio, principalmente con
maestros de la escuela elemental, en formacion.

El objetivo de su investigacion consistio en examinar la calidad de comprension que
muestran estos maestros respecto al razonamiento proporcional y en relacion a las
estrategias de solucion, incluyendo su habilidad para explicar estas estrategias
conceptualmente (el por qué del trabajo), asi como revisar el procedimiento seguido (el
como del trabajo).

No solo importaba conocer las estrategias que utilizaban en la resolucion de los
problemas sino la forma en como llevaban a cabo la ensefianza del concepto con sus
estudiantes. Es muy importante sefialar que los maestros del estudio realizado por
Bezuk, consideraron como unicos problemas en donde se aplica e razonamiento
proporcional, a aguéllos clasificados como “problemas del valor perdido”, es decir,
conocidos tres valores determinar el cuarto.



La mayoria de los maestros del estudio de Bezuk, coincidié en que el método de “la
razon unidad o unitaria’ es uno de los mejores para ser ensefiado, argumentando, entre
otras cosas, que es facil de entender y que le permite a estudiante hacer una reflexién
del procedimiento seguido para resolver algunos problemas. Respecto al método del
“agoritmo de la multiplicacion cruzada’ la mayoria comentd que era un procedimiento
mecanico y que no podian justificar €l por qué se realiza el producto en cruz, es decir,
no sabian el sentido de ese proceder. En relacion a la estrategia aditiva, todos los
maestros coincidieron en seflalar que era una estrategia incorrecta cuando los sujetos
sumaban una cantidad que no correspondia al modelo de la multiplicacién, como una
suma abreviada. Los maestros no pudieron explicar el por qué de ello.

Bezuk, después de readlizar su estudio comenta sus observaciones y propone un
programa de educacion paralos maestros.

i) La mayoria de los maestros que formaron parte del estudio fueron incapaces
de explicar €l significado del algoritmo de lamultiplicacién en cruz y el ser fuertemente
utilizado por |os maestros en la resolucion de problemas de razonamiento proporcional.

ii) Pocos maestros del estudio tenian una vaga idea de la relacién que tiene el
algoritmo de la multiplicacion cruzada con las fracciones equivalentes y con el dgebra

iii) Hay un reconocimiento por parte de los maestros, en cuanto a la necesidad
que tienen de contar con mas elementos que les permitan profundizar € aspecto del
razonamiento proporcional.

Por todo lo anterior, Bezuk concluye gque es necesario que los programas de educacion
para los maestros en formacion se centren en e desarrollo del entendimiento del
razonamiento proporcional asi como en otros conceptos relacionados.

Nesher y Sukenik (1989) hacen un breve recorrido por estudios previos en torno a los
conceptos de razén y proporcion y sefidan que en la mayoria de ellos se han
manipulado una 0 més de las siguientes variables: i) El contexto del problema; ii) los
valores numeéricos que aparecen en €l problemay, iii) € tipo de tarea (comparacion o
valor perdido). Estos autores comentan que €l procedimiento mas usual seguido en
muchos estudios, consistio en la administracion de un test que contenia problemas de
razén (dado con o sin ilustraciones; presentado en forma escritau oral) y en analizar las
respuestas de los sujetos en términos de las estrategias usadas para resolver estos
problemas. Sefialan que uno de los errores dominantes en las estrategias usadas por

nifios de diferentes edades, es |a estrategia aditiva, en donde larelacion de las razones es



vista como la diferencia entre términos, en lugar de comprender que es de caracter
multiplicativo.

Es de gran interés para la investigacion que se reporta en este documento larevision del
isomorfismo de medida, por los esquemas que se mangan y que representan las
relaciones entre | as cantidades en juego, en un problema de razon o proporcion.

“El isomorfismo de medidas es una estructura que consiste de una proporcion directa
simple entre dos medidas-espacios My y M, Esto describe un gran nimero de
situaciones de lavida ordinariay tecnolégica’ (Vergnaud, 1983, p.129).

Esta estructura o forma de relacion multiplicativa, “es una relacién cuaternaria entre
cuatro cantidades; dos cantidades son medidas de un cierto tipo y las otras dos son
medidas de otro tipo” (Vergnaud, 1991, p.197).

Vergnaud (1983 y 1991) utiliza el esqguema de la tabla para mostrar las cuatro
cantidades que se ponen en relacion en |os problemas que corresponden a esta estructura
multiplicativa (isomorfismo de medidas), designando a “x” como la cantidad buscada.
Este esquema lo utiliza en todos los gjemplos con los que trabajay no es otra cosa que
la tabla de correspondencia entre dos tipos de medidas. Por gemplo: 1) paguetes de
yogur en una columna y cantidad de yogures por paguete, en la segunda columna 2)
metros de tela y el precio pagado por cada metro, 3) nUmero de pasteles y costo por
pastel, etc.

Existen de hecho dos procedimientos para encontrar “x”. El primero consiste en aplicar
un operador sin dimension (al que llama “operador escalar”) a una cantidad, el cua
puede ser un nimero que multiplica y/o divide a la otra cantidad que corresponde a la
misma unidad de medida. El segundo procedimiento consiste en aplicar el operador
funcién (que es expresado como una razdn), a una cantidad. En este caso el operador
funcion expresa el pasaje de una categoria de medida a la otra, por 1o que es necesario

utilizar unaforma verbal que exprese larelacion.

Se ubicala problematica especifica de razon y proporcion, al trabajar 1os significados de
Kieren (1983, 1984, 1985) respecto a los numeros fraccionarios como cuatro
subsistemas o subconstructos de la fraccion, de los cuales se recuperan aqui los dos que
guardan relacion con la presente investigacion; esto es, razon (planteada en términos

intuitivos) y operador multiplicativo.



Kieren (1983) propuso dos tipos de herramientas 0 mecanismos mentales: constructivos
y de desarrollo. Pese a que no es sencillo determinar la frontera entre ellos, Kieren
considerd que los del segundo tipo son mas generales y estén vinculados a la madurez
mental, mientras que los del primer término son més especificos, relacionados con la
experienciay la ensefianza. También comenta que en la actualidad existe una discusion
amplia de tales mecanismos vinculada con el desarrollo de las ideas relacionadas con
los nUmeros naturales, en donde en esta area se puede describir a los mecanismos de la
conservacion del ndmero, la compensacién, la identidad o la reversibilidad como
aspectos relacionados con € desarrollo. EI mecanismo constructivo primario
fundamental de los naturales es claramente el conteo. Otros mecanismos constructivos
son aguellos relacionados con la numeraciéon y e uso del lenguaje asociado a ésa. En
tanto ocurre esto con los naturales, en los racionales interesa lo relacionado a los
mecanismos de particion y de equivalencia que Kieren sefldla como mecanismos
constructivos usados en el desarrollo de los 4 subconstructos del nimero racional, alos
que se hizo referencia con anterioridad, tanto intuitivo o informal, asi como de un

conocimiento mas formal del nimero racional.

Por la relacion que guarda la investigacion doctoral con respecto a la idea de
proporcion, se hara mencion del mecanismo de equivalencia que muestra Kieren (1983).
Nos dice que la relacion entre la equivalencia 'y el nimero raciona es bien conocida
desde un punto de vistaformal (que a parecer dominaba en esos afios en algunos de los
curricula sobre fracciones y numeros racionaes). En un sentido informal, la
comprension de la equivalencia es uno de los fundamentos para los conceptos de
numero racional o fraccionario para varios de los subconstructos. Por gjemplo, s se
considera 2/3 como un operador, subyace un concepto de equivalencia (proporcional)
cuando un nifio se da cuenta que este operador se obtiene de 8/12 o 10/15, o0 20/30. En
segundo lugar, la equivalencia surge en €l sentido de identidad o de “lo mismo” cuando
el nifio nota que los operadores “2 para 3" y “4 para 6” hacen los mismo, o generan €l
mismo elemento en laimagen, dado un elemento en € dominio.

En un nivel de madurez, el concepto de equivalencia de un nifio es de naturaleza
multiplicativa y relacionado intimamente con el razonamiento proporcional. Empero,
hay también nociones de equivalencia menos formales, pero poderosas para |os nifios o

jovenes gue estan desarrollando ideas sobre los nimeros racionales. Quiza la primerade



ésas es una extension de la equivalencia cuantitativa. En este caso, € nifio se da cuenta

gue ¥2 eslo mismo que 2/4, en e sentido de que “poniendo %2 con Y4, se formaVz'.

En Kieren (1984), se muestra una apropiacion critica de las ideas de Dienes, dado que
para €l primero la fraccion no sélo debe ser vista como un operador. Dienes daba un

sentido méas amplio de los operadores.

Kieren comenta que la propia relacion entre el numerador y €l denominador es de tipo
multiplicativo. Muestra algunos items del Test del Pensamiento del NUmero Racional
(RNTT), queaplicd anifiosde 7, 8y 9 afos de edad. Esta herramienta consistio de 4
partes cada una de las cual es consideraba a |os nimeros fraccionarios (racionales no
negativos) en forma diferente: como razén, como cociente, como operador
multiplicativo y como representacion de particiones.

Kieren trabajo alarazon utilizando el problema de la mezcla de |a bebida de chocol ate
para determinar en cudl de ellas €l sabor de chocolate era mas fuerte.

En el Tedt, @ reactivo consistié en mostrar con figuras como estaban constituidas las
mezclas para que € estudiante pudiera decidir en cua de ellas el chocolate estaba més

concentrado.
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Lamanera en que Kieren trabaj6 alafraccion como operador multiplicativo fue através
de laidea de la maquina registradora, en donde se conoce la cantidad de piezas que
entran y algunas de las respectivas cantidades de paquetes que salen, pero se
desconocen otras. Lafinalidad es determinar la fraccién por la gque se debe multiplicar

el nUmero de objetos que entran para obtener el nimero de paquetes que salen.

Kieren observo en las respuestas del test aplicado, que los estudiantes frecuentemente

usaban dibujosy un lenguaje informal para describir y responder a las preguntas.



Freudenthal: Razonesinternasy razones externas

Freudenthal, 1983, designa a las razones como entidades numeéricas vinculadas a las
proporciones y hace referencia al estatuto 16gico de razén como una funcién de pares
ordenados de nimeros o valores de magnitud, marco en el que tienen una relacién de
equivaencia

Para Freudenthal, en |a ensefianza es preciso tomar en cuenta a las razones internasy a
las razones externas, definiendo a las primeras como relaciones establecidas entre
distintos valores de la misma magnitud y a las segundas, como relaciones entre valores
de diferentes magnitudes.

Esto udltimo es fundamental para la secuencia de ensefianza que forma parte de la
investigacion doctoral, ya que algunas de |as tareas van encaminadas al reconocimiento

tanto de las razones internas como de |l as externas.

El haber revisado los procesos cognitivos, asi como las estrategias empleadas por los
estudiantes de los estudios a los que se ha hecho referencia es de gran peso para la
sustentacion de la investigacion reportada en € presente articulo, pero también es
fundamental |a fuerza que cobra la ensefianza en esta investigacion, de ahi la necesidad
de revisar e soporte que le da la Psicopedagogia y la Didéctica a la progresion de

ensefianza que se hizo con los estudiantes de sexto grado.

Las ideas de Freudenthal (1983) suministran una parte considerable de los significados
de lateoriaredlista de las matematicas, sobre esta teoria Streefland sefidla que la
matematizacion de larealidad es el aspecto final de las mateméticas. En el uso, la

M atematica Realista es una estructura tedrica, fruto de la reflexion respecto a los
procesos de aprendizaje y de ensefianza.

Se hace referencia a la didéctica de la matemética como la actividad fundamental parala
ensefianza de razén y proporcion, asi como la importancia que tienen las herramientas
didéacticas desarrolladas por el disefiador y sobre esto, se menciona la Fenomenologia
Didéctica de Freundenthal junto con otros antecedentes considerados para la
construccion realista de las matematicas.

Streefland recuperalas definiciones de Freudenthal sobre razonesinternasy externas, en
donde Freudenthal (1983) sefidlay Streefland (1993) ratifica que la distincion entre los
dos tipos de razones se debe, originamente, a dos diferentes tipos de procesos

cognitivos en el sujeto:



1) Asimilacién de elementos similares, con variaciones de un elemento de un
tipo particular.

2) Relacion entre diferentes elementos, con la construccién de un nuevo
concepto: oRy, cRa.
Por otra parte, como Coll (1995) dice, los esquemas de conocimiento que el alumno
activa ante una nueva situacion de aprendizaje constituyen su caracteristica individual
mas importante en esta situacion y tienen una dinamica interna gque la intervencion
pedagdgica no puede ignorar ni tratar de sustituir. La ayuda pedagdgica consiste en
crear condiciones adecuadas para que se produzca esta dindmica interna y para
orientarla en la direccion que se pretende, en este caso, con la propuesta de ensefianza
hay una fuerte intencién hacia la construccion de los conceptos de razén y proporcion

simpley directa.

Hasta aqui, todo lo sefialado como parte de los aspectos tedricos del presente articulo,
plantea la relevancia de razon y proporcion como objetos de investigacion. Los trabajos
mostrados por los autores de los estudios a los que se ha hecho referencia, permitieron
crear un disefio de ensefianza con un enfoque constructivista, para lograr uno de los
objetivos que estainmerso en el planteamiento del problema aqui descrito.

Instituciéon Educativay los sujetos dela I nvestigacion

El estudio tuvo lugar en un escenario natural, con un grupo de 29 estudiantes de sexto
grado de Educacion Primaria perteneciente a una escuela de la Secretaria de Educacion
Publica de turno matutino, la cual fue elegida porque presentaba rasgos comunes a un
amplio espectro de escuelas urbanas. Esta ubicada en una zona de la ciudad de México,

dindmicay en continuo crecimiento pero de un estatus socioeconémico bgjo.

Se considera que € grupo de alumnos era heterogéneo porque no todos los nifios
mostraban el mismo nivel de comprensién, habia estudiantes un poco rezagados,
mientras que otros se percibian como més dispuestos a la ensefianza.

Este grupo fue elegido, de entre los cuatro existentes en la escuela, porque la profesora
titular alin no habia trabajado |os temas de razén y proporcién, lo cua permitiria ala
investigadora abordarlos desde €l terreno cualitativo, como asi esta planteado en los
objetivos del estudio, sin verse influenciado e programa de ensefianza por un

tratamiento reciente de ellos.



Acer ca de la secuencia de los instrumentos

Para poder llevar a cabo € estudio se requirio del uso de distintos instrumentos
metodol 6gicos, los cuales fueron disefiados con la finalidad de cumplir con lo planteado
en los objetivos previamente descritos. La progresion de su disefio se muestra a
conti nuaci on:

Primeramente, se realizaron observaciones directas en el aula, poniendo énfasis en la
participacion de los alumnos en el salén de clase y en la forma en que & profesor
abordo el proceso de ensefianza a trabajar con distintas actividades, algunas de €ellas
proximas a tema de razén y proporcion, o que permitié reconocer la naturaleza de la
ensefianza que el maestro promovio. Luego, tuvieron lugar las observaciones indirectas
de las actividades desarrolladas por los alumnos en sus cuadernos. Posterior a las
observaciones, se aplicd un cuestionario diagnostico con la finalidad de tener un
acercamiento alos alumnos, en cuanto a su forma de trabajar al enfrentarse a problemas
de razon y proporcion. Se continud llevando a cabo una serie de sesiones en las que se
aplicaron problemas de razén y proporcion ssimple y directa para que fueran resueltos
por los estudiantes, siendo |la investigadora observada por personas involucradas en €l
campo de la matemética educativa, con €l interés de confrontar |las situaciones vividas
por los alumnos en dicho marco. Una vez concluidas las sesiones de trabajo se aplico
por segunda ocasion e cuestionario, e mismo que habian resuelto antes de la
experiencia de ensefianza, pero el tiempo transcurrido entre una aplicacion y otrafue de
ocho meses, por lo que no cabe la posbilidad de que hubiera influencia en las
respuestas del segundo. La finalidad de este cuestionario, al que se le denomind final,
fue & reconocer avances logrados por los estudiantes y evaluar la propuesta de
ensefianza que lainvestigadora puso en marcha.

Por ultimo, se realizaron entrevistas, del tipo “semi-estructuradas’, |as cuales evaluaron
el programa didéctico y también tuvieron un carécter de retroalimentacion (Vademoros,
1997 y 1998).

La eleccion de esta secuencia obedece a que la investigacion requirio de la indagacion
de algunos procesos cognitivos de los alumnos (pensamientos, estrategias de solucion,
informacion perceptual, lenguaje, registros semidticos, entre otros) para desarrollar una

propuesta de ensefianza, acorde con las elaboraciones de los alumnos y que fuera afin



con el programa oficial de la SEP (1983). De esta forma se manifestaron dos fases,
interconectadas entre si, de la progresion de los instrumentos metodologicos. Una
primera, lo fue la fase de exploracion, esto es, indagacion y busgueda de los
conocimientos que el estudiante tenia, la cual fue realizada a través de las observaciones
directas e indirectas y del cuestionario inicial, aunque también el programa didéctico
Ilevado a cabo, permitioé obtener mas informacion acerca de |os procesos cognitivos del
estudiante, antedichos; 1o que condujo a la inclusiéon de actividades complementarias

parareafirmar conocimientos elemental es que demandaba el alumno.

Por |o que respecta a la segunda fase que fue la de enriquecimiento, ésta tuvo lugar con

la propuesta de ensefianza y las entrevistas.

Tanto la observacion como los cuestionarios, arrojaron luz para disefiar la propuesta de
ensefianza, la cua fue constructivista-didactica; ésta permitid que los estudiantes dieran
sentido y significado™ a las nociones de razén y proporcion, partiendo de profundizar
en torno a los aspectos cualitativos de su pensamiento y haciendo € transito a la

cuantificacion.

Cuestionario Inicial: Diseflo, prueba, ajustey formas de validacion

A continuacion se muestran los propositos generales del cuestionario, propdsitos

especificos de cada blogue, asi como |os propdsitos de cada tarea.

Tabla 1. Propdsitos del Cuestionario Inicial

Cuestionario (Bloques| y 11)

1. Determinar el estado en que se encuentra €l sujeto en torno ala organizacion
gue tienen los componentes cualitativos y procesos de cuantificacion de las
relaciones proporcionales.

Prop0sitos
2. Realizar unaindagacion profunda que permita mostrar tanto lo que el
¥ El significado es una “entrada de diccionario” 'y “una categoria
semantica universal” (segun Benveniste, 1971). Es considerado conp un

conjunto de rasgos distintivos, es decir, conmb el sistema de rasgos
retenidos por la lengua para reconocer cierto tipo de objetos entre
todos los seres de la realidad” (Ducrot y Todorov, 1998, p.288). €E
senti do, para Benveniste, es un contenido senmantico que se asocia a
construcciones particulares del lenguaje, no conforma categorias
universales y suele estar nuy en relacion con |os nodos especificos
de articulaciéon de los nmisnpbs. Ademds, nho hay una secuencia
cronol 6gica entre sentido y significado. Son distintos conponentes
semanti cos que se conpl enent an.



Generales

estudiante exhibe como o que dejainsinuado.

3. Recuperar la secuencia del pensamiento del estudiante.

4. Evidenciar la manera como el estudiante se acerca a la solucion de los
problemas planteados, tanto |as estrategias que utiliza en la resolucion como los
modos de representacion con los que trabaja.

Propésito
Especifico de
Cada bloque

Bloque |

Indagar tanto |os conocimientos como el
saber matematico que tiene €l estudiante
sobre los componentes cualitativos y
aspectos elementales de |o cuantitativo,
en |las relaciones proporcional es.

Bloque Il

Indagar cdbmo €l estudiante esta
procesando su pensamiento en torno g
la cuantificacion de las relaciones
proporcionales.

Propdsito de
cada

Tarea

1. Indagar s e estudiante puede
reconocer la reduccion de un dibujo en
todos sus componentes, de tal manera
gue pueda expresar s se conserva la
forma origina del dibujo, con base en
discriminaciones visuales.

2. Indagar s € estudiante reconoce
visudmente la razbn en la que se
encuentran las dimensiones de los
rectangulosy s el nifio puede dibujar 1os
faltantes, apoyandose en el
reconocimiento que hizo.

3. Indagar s € estudiante puede
reproducir una figura a una escala dada
(se solicité que € dibujo que reprodujera
fuerael doble del original).

4. Indagar s e estudiante puede
completar unafigura, que es lareduccion
delaoriginal, detal manera que preserve
la proporcionalidad o que conserve la
forma de la figura origina, de qué
estrategia se valié y qué modo de
representacion uso al realizar latarea.

5. Indagar s € estudiante puede
completar la ampliacién de una figura
preservando la proporcionalidad y que
expligue por escrito cémo lo hizo.

6a. Indagar s el estudiante puede
completar una figura geomeétrica,
conociendo € valor del segmento
que representa a ancho de ellay los
valoresdel altoy ancho delafigura
gue se pretende que sea proporcional
a otra figura dada, y qué estrategia
emplea. La tarea estuvo inmersa en
una relacion de semejanza. Revisar
s relaciona magnitudes de una
misma escala (razones internas).

6b. Indagar s e estudiante puede
completar una figura geomeétrica,
conociendo € valor del segmento
que representa a ancho de ellay los
valoresdel altoy ancho delafigura
gue se pretende que sea proporcional
a otra figura dada, y qué estrategia
emplea. La tarea estuvo inmersa en
una relacion de semejanza. Revisar
s relaciona magnitudes de escalas
diferentes (razones externas).

7ay 7b. Determinar las cantidades
que corresponden a los datos dados
en tabla. Los datos son € resultado
de una situacion planteada. Revisar
la estrategia que empled en su
llenado y si establecio relacion entre
las preguntas formuladas y la tabla.

8. Dada una tarea ilustrada a través




de dibujos (botes de pintura),
completar los datos faltantes
conocidos tres valores y revisar qué
estrategia emplea.

9. Determinar e valor desconocido
de un problema, apoyado en €
modelo de la compra de objetos
conocidos por e estudiante (bolsas
de dulce), dados 3 datos. Revisar qué
estrategia emplea.

10a y 10b. Indagar s € estudiante
puede inventar un problema
relacionado con tres cantidades
dadas en una tabla. Revisar si puede
llenarlay resolver el problema que é
haya planteado.

A continuacion se muestran las tareas que integraron €l cuestionario inicial. Las dos

primeras exploraron |os aspectos cualitativos en € terreno de la proporcionalidad.
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L as tres siguientes estuvieron enfocadas a transito de lo cualitativo alo cuantitativo:
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L as ocho tareas restantes del cuestionario se centraron en el campo cuantitativo del

pensamiento del estudiante.
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En torno alavalidacion del cuestionario inicial
Una forma de validar €l cuestionario lo constituy6 el piloteo en si mismo, pero hubo
otras formas que se utilizaron en la validacion, ya que interesaba ver mas sobre los

resultados, por ello serecurrio alatriangulacion de tareas con € ementos comunes.

La triangulacion de algunas tareas permitié detectar 1o que en los sujetos se expresa
Sisteméti camente.

Resultadosy analisisdel cuestionario inicial

Hay varias cosas que se detectaron en cuanto a pensamiento cognitivo de los
estudiantes, a través de las estrategias que emplearon en la resolucion de las tareas, y
gue se resumen brevemente.

No se ha explotado al méximo el pensamiento cualitativo de los estudiantes en torno a
la proporcionalidad, 1o cual se observo cuando manifestaron centracion en una de las
dimensiones de las figuras que se les pedia reducir o amplificar. El visualizar en su
conjunto un dibujo, y no fijarse en cada una de las partes de él, para poder seleccionar la
reduccion del original, muestra la necesidad de trabajar més el aspecto cualitativo de la
proporcionalidad., por lo que fue considerado como un aspecto que demandaba €l

estudiante ser trabajado en el Programa de Ensefianza.




En algunos estudiantes, lo cualitativo esta planteado escasamente como antesala de lo
cuantitativo, ya que dentro de las categorias lingiisticas detectadas en ellos, estan las
siguientes. “es mas grande que...”, es méas pequefio que...”, lo cua reflgja una cierta
comprension de la proporcion, pero en estos mismos alumnos no se encontraron otras
categorias a través de las cuales mostraran un mayor entendimiento de la idea de
proporcion.

Mostraron confusién al establecer relaciones entre cantidades, por 1o que fue necesario
poner énfasis en ello para llegar a la nocién de razon, a través de la propuesta de
ensefanza.

Se reconoci6 la familiaridad que muchos alumnos tenian con el dibujo a escala, cuando
una parte del dibujo ya estaba hecha, por 1o que se ha sefialado €l predominio de la
propiedad del cierre y que en ellos prevalece. La dificultad detectada es el no
reconocimiento del factor escalar (x3) en este tipo de tarea.

Se observé la facilidad que tienen los nifios para llenar una tabla, a través de sumar
determinada cantidad de veces un mismo nimero o haciendo uso de la multiplicacion,
una vez encontrado €l operador escalar correspondiente. El problema detectado en €l
empleo de latablafue, que los alumnos no extrajeron los datos de ellaa dar respuesta a
la situacion planteada.

No hubo manifestacion, por parte de los alumnos, en cuanto a uso de los diferentes
modos de representacion: tabla, dibujo, numérico; a resolver problemas clasificados
como “problemas de valor perdido”, pues varias tareas del cuestionario entraron en esta
categoria, aungue la situaciones planteadas eran diferentes., y sélo unade ellas (T9), fue
resuelta correctamente por la mayoria del grupo.

L as actividades del cuestionario les permitian usar indistintamente cualquiera de los tres
registros de representaci on mencionados, pero se observo gue |os nifios no se percataron
que & empleo de cualquiera de los tres |os conducia a un mismo resultado, ya que en las
resoluciones que dieron solo se avocaron a trabajar con la representacion propuesta en
el problema. Ningun estudiante, por iniciativa propia, resolvié una misma tarea
empleando a menos dos modos de representacion diferentes.

Hay aspectos que no quedaron claros en el cuestionario, debido a que permitio explorar
hasta cierto punto ya que este instrumento metodologico no puede abarcar toda la
amplitud y profundidad requerida. Entre otros aspectos estan los referidos a lo
cualitativo en las relaciones proporcionales, al empleo de lamitad y €l doble, ya que, en
la aplicacion, se conducian muy bien diferenciando una del otro, pero hasta ese



momento no se sabia si habia confusién a nivel de designacion. Por 1o que estos 'y otros
aspectos se abordaron en la ensefianza, de manera que los estudiantes indagaron,
hicieron sus construcciones y establ ecieron sus propias convicciones.

Asi, el cuestionario exploro cierto nivel que interesaba en laen lainvestigacion y con la
ensefianza se pretendio realizar unaindagacion més profunda.

Disefio de la experiencia de ensefianza

Las tareas del cuestionario exploratorio estuvieron inmersas en situaciones que se
apegan alarealidad del estudiante. En el disefio de |as actividades de ensefianza se tomo
en cuenta la forma en que fueron construidas las tareas del cuestionario, asi como las
estrategias detectadas en los estudiantes. Con esto se comparte |o trabgjado por
Streefland (1990) en e disefio que hizo de un curso con actividades referidas a

situaciones concretas de aplicacion.

Con base en lo obtenido en el cuestionario seinicié e disefioy € piloteo simultdneo de
las actividades de ensefianza.

L a propuesta de ensefianza estuvo integrada por ocho modelos de ensefianza, |os cuales
se retoman en diferentes sesiones ya que asi fue conveniente para los fines que se
perseguian. Se trabajaron en un periodo de treinta sesiones, ya que también se
incluyeron actividades complementarias, porque asi |0 demandaba el grupo ante las
necesi dades de reforzamiento de algunos temas en |os que mostraran cierta deficiencia.

En todas | as sesiones se realiza una planeacion previa en cuanto alos siguientes

aspectos:

e Trabajo del estudiante.

e Dinamica del trabgjo (individual, en equipos de trabgjo y/o a nivel de todo el
grupo escolar).

e Intervencion, por parte de la profesora-investigadora, en los distintos momentos de
la dinamicadel trabajo.

¢ Retroalimentacion de lo trabajado con los alumnos.



M odelos de Ensefianza

A continuacion se muestran los modelos que se utilizaron, los propdsitos que se

persiguen, e seguimiento de los contenidos y la forma en gque se pretendid que fueran

trabajados con |os estudiantes.

Organizacién de la propuesta de Ensefianza

Propésito(s) Loqueseincorporaen | Estructurade
Modelo | No.De | Secuenciade cada sesion la dinamica del
sesio- las sesiones trabajo
Nes
Disefiode| 2 Reconocimiento | Integracion del tamafio y la
salones de Primeray cualitativo dela forma de los dibujos para la
fiesta segunda nocion de nocion de proporcionalidad.
proporcionalidad. Obtencion de Més —_—
argumentos de los que en Col ec?ivo—
principio puedan mostrar Indivdual
los estudiantes, en cuanto '
a la nocion de proporcion
serefiere.
El Mundo 7 Terceray | Profundizacion dela | Adquisicion ylo
de Blanca cuarta indagacion 'y enriquecimiento de la| Colectivo-
Nievesy enriguecimiento dela|nocion de “reduccién” Grupal-
los7 nocion de usando 3 vias: escrita, oral | Colectivo-
enanos “reduccion” (ideade |y empleo del dibujo. Individual.
lafotocopiadora o del
dibujoaescala). |Utilizar argumentos de
carécter cudlitativo, para
determinar la  figura
reducida.
El Mundo Quintay Profundizacién en la | Adquisicion ylo
de Blanca sexta indagaciony enriquecimiento  de la
Nievesy enriguecimiento de la | nocion de ampliacion, en Grupal-
los7 nocion de forma escrita, ora y| Colectivo-
enanos “ampliacién” (ideade | usando € dibujo. Individual.
lafotocopiadora o del
dibujoaescala). |Utilizar argumentos de
carécter cualitativo, para
determinar la  figura
amplificada.
El mundo Séptima, | Verificar lareduccion | Hacer comparaciones de
de Blanca octavay |de una figura usando|caracter cuantitativo vy
Nievesy novena |agun instrumento de|usarlas para la seleccién
los siete medida, para hacer|del dibujo reducido. Grupal-
enanos comparaciones  de|Introduccion de la tabla| Colectivo-
naturaleza como recurso para| Individual
cuantitativa. organizar datos.




Emplear las frases
“cuantas veces cabe...” 0
“qué parte representa de..”
una figura en relacion a
otra, paratrabajar la mitad
y €l doble.

Emplear la tabla para
determinar las dos razones

vinculadas con dichos
operadores.
Elabora- Décimay Definiralarazén |Dar sentido a la razén,| Colectivo-
cion de décimo- como unarelacion. |vista como una relacion Grupal-
marcos primera entre magnitudes. Individual.
para Usar la tabla para trabagjar
fotografi- razones internas y
as externas.
El gran Décimo- | Utilizar laproporcion | Establecer una proporcion|  Por parejas-
problema segunda atravésde utilizando la estimacion| Colectivo.
dela estimaciones. como célculo aproximado.
huella
Estable- Décimo- | Definir laproporcion | Mostrar la relacion  de Grupal-
cer propor tercera, como unarelacion de | equivalencia a partir de| Individual.
ciones décimo- igualdad entre notaciones que tienen que
Elabora- cuartay razones. ver con naturales.
cion de décimo- Utilizar la tabla para
marcos quinta establecer relaciones de
para equivalencia.
fotografia Mostrar la relacion de
y El equivalencia asociada al
Mundo de signoigual.
Blanca Significado de esa
Nievesy relacion.
los siete Uso de notaciones
enanos aritmético-técnicas.
Torneo de Décimo-sexta Usar diferentes Determinar las razones en Grupal-
fatbol y décimo- | razonesd trabgjar la [las que se encuentran| Colectivo-
séptima proporcion. diferentes medidas de tres| Individual.

canchas de futbol, con
respecto a las medidas de
la canchaoficial.

Obtener los valores de las
medidas faltantes de las
dos canchas.

Trabgjar con las razones
encontradas y mostrar su




equivalencia para
determinar proporciones.
Construye| 1 Décimo- Poder trabagjar un Pintar en el patio de su Colectivo-
tu propia octava problemaen donde | escuelalamayor cancha Individual.
cancha use larazén para posibley que sea
determinar las proporcional aladada,
medidas. conociendo €l largoy
Usar diferentes ancho de su patio.
modos de
representacion al
trabgjar la
proporcion.
La 2 Décimo- | Trabagjar con razones Rescatar 10s Grupal-
fotografia novena |decimales, sillegaraa| procedimientos que usael Colectivo-
detu darse el caso, a estudiante al trabajar Individual.
equipo. determinar Proporciones.
Pproporciones. Que pueda hacer
Usar diferentes comparaciones entre los
modos de distintos modos de
representacion al representacion.
trabgjar la
proporcion.

Progresion de las tar eas de ensefianza

Se inicia tomando las ideas de “reducciéon” y “ampliacion” apoyadas en modelos del
tipo de la experiencia del dibujo a escala y de la fotocopiadora, donde se mangja la
situacion de semejanza. Con € cuestionario no se pudo determinar con certeza las
interpretaciones que a respecto tiene e estudiante, para lo cual primeramente se
emplean tareas que no requieran de la utilizacion de cantidades para su solucion, tales
como actividades de comparacién que les permita alos alumnos reconocer relaciones de

semejanza entre figuras en términos muy intuitivos.

Se continva trabajando lo correspondiente a la medicion de figuras para llegar a
establecer relaciones con cantidades. Ahoralas comparaciones son numericas.

Se llega a reconocimiento de razones como la comparacion por cociente de dos

magnitudes. Se trabaja la notacion de la razén como una fraccién alb.

Se utiliza la tabla como un modo de representacion para la determinacion de razones
internas y externas. Se trabagjan problemas de variacion proporcional, en donde la
obtencion de cantidades no es sélo a través del uso del operador, sino estableciendo

rel aciones entre razones.




Se mangjan planteamientos en donde no hay equivalencia entre las razones y otros en

donde si se muestrala equivalencia.

Finalmente, se trabga la relacion de equivalencia como una relacién de

proporcionalidad.

Paratener més claridad en lo trabajado con los model os, se muestran algunos de ellos:
% Modelo 1. Disefio de Salones de Fiesta

El primer modelo serefiere a disefio de salones de fiesta, en donde €l estudiante debe
dividir un espacio determinado para tres salones que serian destinados a nifios
pequefios, nifios més grandes y adultos, asi también tendria que destinar el mobiliario
que le corresponderia a cada salon, el cual tiene que ser proporcional a tamario de las

personas.

El proposito del modelo consiste en el reconocimiento cualitativo de la nocion de
proporcionalidad, paralo cual se trabaja sobre la integraciéon del tamafio y la forma de
los dibujos, y se busca obtener més argumentos de los que al principio pudieran mostrar

los estudiantes, en cuanto a la nocion de proporcion se refiere.

% Modelo 2. El Mundo de Blanca Nievesy los siete enanos

En el segundo modelo se empled e cuento de la literatura clasica: Blanca Nievesy los
siete enanos, € cual se utiliza en las siguientes siete sesiones. Este modelo permite ser
trabajado a la luz de diferentes nociones; una de €ellas es la nocién de “reduccion”,
apoyada en la experiencia del dibujo a escala y de la fotocopiadora, para lo cual se
solicita a los estudiantes que hagan una comparacién entre la cama de Blanca Nieves
con respecto a la cama de los enanos, usando argumentos de caracter cualitativo. Se

trabaja la nocion de reduccion através de tres vias: escrita, oral y empleando el dibujo.

Posteriormente se utiliza este modelo a abordar la nocién de ampliacion, también
apoyado en laidea de lafotocopiadoray del dibujo aescala. En este caso se emplea otro
mobiliario de la casa de los enanos que es la mesa, y 1os alumnos deben seleccionar de
entre cuatro opciones la mesa que corresponde a Blanca Nieves. En esa seleccién

emplearon argumentos de caracter cualitativo.

En las siguientes sesiones del programa de ensefianza, este modelo permitié que el
estudiante verificara la reduccion y la ampliacion de las figuras usando agun

instrumento de medida para hacer comparaciones de naturaleza cuantitativa. Se



introduce la tabla como un recurso para organizar datos. Se emplean las frases “ cuantas
veces cabe...” 0 “qué parte representade ..”, a hacer referenciaalamitad y a doble de
una magnitud.

s Modelo 3. Taller de mar cos para fotogr afias

En este modelo e estudiante tiene que medir tanto el largo como el ancho de las fotos
para hacerle sus marcos. Posteriormente establ ece relaciones entre |os largos de ambas
fotosy entre los anchos de ellas, llegando asi a definir alarazon como unarelacién
entre magnitudes. Se emplea latabla para trabajar razones internas (cuando comparalo
gue miden los largos de las dos fotos) y razones externas (cuando compara el largo con

el ancho de unafoto)

Una vez definida lo que es una razon y después de haber determinado algunas, se
procede atrabajar la proporcion.

< Modelo 4. El gran problema dela hudla®™

En el modelo titulado el gran problema de la huella se le pidié a grupo trabajar por
pargjas para encontrar a la persona buscada en €l problema planteado, conociendo €l
largo de una huella y estaturas de varias personas medidas en centimetros. Con este
modelo se aborda la proporcion utilizando |a estimacion como célculo aproximado.

¢ Modelo 5. Establecer proporciones

Planeacion de las tres sesiones

Propdsito: Definir ala proporcién como unarelacion entre razones.

En estas sesiones se retoman dos modelos: Elaboracién de marcos para fotografias y
Blanca Nieves y los siete enanos. A través de preguntas que se formulan a los
estudiantes se llega a definir 1a proporcion como una relacion de igualdad entre razones.
Se muestra la relacion de equivalencia a partir de notaciones que tiene que ver con
nimeros naturales asi como la relacion de equivalencia asociada a signo igual,
intentando dar significado aesarelacion y se emplean notaci ones aritméti co-técnicas.

% Modelos6y 7 Torneo de futbol y Construyetu propia cancha

El modelo seis se utilizo para determinar las razones en las que se encuentran diferentes
medidas de tres canchas de futbol, con respecto a las medidas de la cancha oficial,
dados algunos valores. El estudiante trabajo con las razones encontradas para mostrar su

equivalencia al determinar proporciones.

15 Adapt aci 6n de una actividad de Lesh, tonada de Lesh y Doerr, (en
prensa)



Posteriormente con el modelo siete el alumno pintd en el patio de su escuela una cancha
que fuerala mayor de acuerdo alas medidas de largo y ancho del patio y proporcional a
la cancha oficial. El estudiante utilizo diferentes modos de representacion al trabgjar la

proporcion.

s Modelo 8. Lafotografia detu equipo

En las Ultimas sesiones de ensefianza se emplea e modelo la fotografia de tu equipo,
gue consistio en determinar la estatura de los integrantes del equipo, conociendo su
medida en la foto y la estatura de algunos de €ellos. Aqui se trabgjaron con razones
decimales al determinar proporciones, se pretendio rescatar 10s procedimientos que usa
el estudiante y las comparaciones que puede hacer entre los distintos modos de

representaci on.

Andlisisglobal dela Aplicacion de las Sesiones de Ensefianza
El andlisis global de los resultados de la experiencia de ensefianza se baso en el

siguiente esquema:

Fase 1
Proporcionalidad Fase 2
cualitativa Proporcionalidad
___| cuantitativa

L os nifios avanzan: 4

a) Significanuu v) vesiyiiando

Logros en €l uso del lenguaje.

c¢) Generalizando: Construccion de conceptos de
razon, proporciony
relacién de equivalencia.
Logros anivel del pensamiento.




A continuacion se hace necesario recapitular 1os puntos mas sobresalientes y que se
resumen a través de las tres etapas desarrolladas en esta propuesta didéactica
significando, designando y generalizando.

A nivel del pensamiento cualitativo de los estudiantes, en torno de la proporcionalidad,
se concluye que lograron dar significado a las expresiones verbales que empleaban,
cuando trabajaban con |as nociones de reduccion y ampliacion.

Hacian comparaciones ya desde €l terreno cualitativo cuando decian: “ es mas grande
que... pero...” la palabra “pero” los remitia a comparar dos propiedades, sin usar
cantidades.

Cuando los estudiantes dieron sentido a las nociones de reduccion, ampliacion,
fracciones equivalentes, uso de operadores, empleo de los términos razén y proporcion,
habian rebautizado lo gque €ellos de alguna forma habian trabajado en grados previos
(mangjaban el término proporcion, no asi e de razén, pero antes del programa de
ensefianza no tenian el significado adecuado de proporcion).

Dentro de los avances detectados asi como las dificultades que dejaron ver los
estudiantes estalo siguiente:

Al principio los aumnos no podian hacer un amplio uso de los operadores
multiplicativos, pero a medida que tuvieron més precision a determinar las relaciones
de las medidas establ ecidas, pudieron hacer uso de modo extenso de |os operadores.

A nivel de la equivalencia, a partir de que pudieron reconocer la aplicacion de
algoritmos establecidos en la ensefianza previa y todo €l trabgjo que se hizo para que
lograran nuevos reconocimientos, permitio e uso de diversas estrategias para la
identificacion de fracciones equivalentes como |a antesala de la proporcion en € terreno
cuantitativo.

Al principio el operador no estaba a servicio en la busgueda de razones, a fina del
Programa de Ensefianza el operador fue un instrumento para construir razones.

Los alumnos no solo estaban leyendo las fracciones de la tabla sino las estaban
construyendo, es decir, via interpretacion empezaron a organizar y a configurar las
fracciones.

Hubo mayor facilidad al trabajar con razones internas que con externas.

Durante el Proceso de Ensefianza se detectaron varios obstaculos cognitivos, algunos
fueron superados por la mayoria del grupo, pero otros por una minoria. En este Ultimo

caso se menciona la escritura fraccionaria del “cuadruplo”.



Finalmente, Ilegaron a la construccion de los conceptos de razén y proporcion cuando
pudieron emplearlos a resolver diferentes situaciones usando indistintamente los tres
registros de representacion: el del dibujo, el de la tabla 'y € numérico. Es decir €l
empleo de €ellos fue una forma de preservar los significados fundamentales implicados

en razon y proporcion.

Cuestionario final

Una vez concluida la puesta del programa de ensefianza, se procedié a aplicar €
cuestionario final, la finalidad fue compararlo con € inicial y poder tener un primer
reconocimiento del grado de avance que llegaron a tener los estudiantes una vez

concluidala ensefianza.

Las tareas que integraron al cuestionario final fueron las mismas que las del
cuestionario inicial, pero € objetivo de su aplicacion fue diferente. En cuanto a
Cuestionario final, su principal objetivo fue e de evaluacién del programa de
ensefianza, a traves de los contrastes ente ambos cuestionarios y entre el programa de
ensefianzay €l cuestionario final.

Por un lado, se comparan las estrategias y modos de representacion, empleados por 1os
estudiantes, en las resoluciones de las tareas de los cuestionarios. Por otra parte, se
contrasta el seguimiento efectuado de |as elaboraciones que |os estudiantes mostraron y
en general, de la maduracion que alcanzaron en torno a las nociones de razén y
proporcion, reflejada en la forma de enfrentar |as actividades propuestas con referencia
a los modelos del programa de ensefianza, con los resultados encontrados en el
cuestionario final, tomando como base |la manera en que abordaron sus tareas, paralo
cual se revisan gemplos en los que se muestran ciertos patrones recurrentes de los
estudiantes al resolver |as distintas actividades.

Cas en su totalidad, los estudiantes manifestaron un desarrollo de su pensamiento
proporcional tanto en €l terreno cualitativo como cuantitativo.

La mayoria reconocié alareduccion y ala ampliacion como una forma especifica de la
proporcion.

Usaron términos propios del lenguaje matemético con el significado que tienen, como €l
de razén y proporcion, reconociendo a la primera como una relacion entre magnitudes y

ala segunda como unarelacion de equival encia entre razones.



Emplearon distintos modos de representacién: el del dibujo, € delatablay e numeérico,
lo que se observé cuando trabajaron con algunas tareas del cuestionario final.

A pesar de lo sefidado, hay tépicos que quedaron planteados de manera superficial y
gue se hace necesario profundizar en ellas, como lo referente al empleo de los sistemas
simbalicos de representacion, el uso de los inversos, el apoyo en los operadores para €l

establ ecimiento de razones.

Disefio de entrevistas
Las entrevistas se desarrollaron al final, para poder constatar como a distintos

estudiantes les favoreci6 el programa de ensefianza.

Fueron entrevistas semi-estructuradas, pues se llevd un guidon que implica la
organizacién de cada tarea, un texto basico de cada una de ellas presentado de manera
escrita, pero se dio libertad a sujeto de incorporar toda la reflexion que fuera pertinente,
recuperando, cuando eran necesarias, las preguntas originales, esto es, en e momento en
que pareciera que habia un bloqueo, se formularon preguntas que guiaron al
entrevistado a la solucién de lo que se le planted en inicio. Ademas, si € sujeto no
terminaba una tarea, se le permitiae pasar a la siguiente, para después volver a la que
habia quedado incompleta, formulandole preguntas no sugestivas, por parte de la

autoralinvestigadora, con €l fin de que el estudiante pudiera explicitar su pensamiento.

Las entrevistas estuvieron puestas al servicio de una evauacion final, porque intereso
reconocer hasta donde la ensefianza les permitio avanzar a los estudiantes, ademas de
profundizar los datos que €l cuestionario final habia arrojado. La autora/investigadora
trabaj6 conduciendo los didlogos en los cuales se reservé ella misma e rol de quien
preguntaba de modo no sugestivo, y € protocolo original no tenia grandes variaciones.

Sobrelo que setomo en cuenta para las entrevistas

Las entrevistas derivan de la ensefianza que se llevd a cabo, y agunas tareas se
recuperaron de ésta o son tomadas del cuestionario; mientras que las demés se
generaron a producirles cambios. Respecto al tipo de tareas se incluyd o siguiente:

e Recuperar lo cualitativo. Esto es, de qué manera los estudiantes mantenian y

ordenaban o cualitativo alaluz de haber trabagjado lo cuantitativo.



e COmo manejaban los alumnos los operadores multiplicactivos en la construccién de
las razones. De qué manera pasaban de un valor a otro de una misma escala (V ergnaud,
1983), cuando usan unatabla.

¢ De qué naturaleza es larelacion, como la comprendieron los estudiantes.

e ;Cuando emplean razones internas y cuando externas, al resolver problemas de valor

perdido?

e S planteaban una situacion que los condujera a utilizar una proporcion para

resolverla

Acerca delas personas elegidas para ser entrevistadas

Se eligieron a tres estudiantes del grupo para ser entrevistados, paralo cual se tomé en
cuenta el desempefio mostrado durante el programa de ensefianza, revisando los
resultados del cuestionario inicial y e final. Para la seleccion se consideraron las
elaboraciones y estrategias que desarrollaron a resolver situaciones que involucraban

razonesy proporciones.

Acercadelastareas que se aplicaron en lasentrevistas

Se aplicaron tres entrevistas a cada estudiante, una por dia. Las tareas propuestas en
ellas guardaban relacion con la secuencia trabajada en la Propuesta de ensefianza, ya
gue se inicia revisando la manera en gue los estudiantes mantuvieron y ordenaron lo
cualitativo alaluz de haber trabajado lo cuantitativo; €l peso que tuvo laimagen visua
y lo perceptual en la resolucion de las tareas, el manegjo que le dieron a las tablas, el
reconocimiento en ellas de las razones y su expresién como fracciones. I ntereso también
determinar cuando emplearon razones internas y cuando externas, el pasge de un
sistema simbadlico aotroy s pudieron plantear una situacién que los condujera a utilizar

una proporcion pararesolverla.

Las entrevistas permitieron realizar 3 estudios de casos con particularidades
diferentes:

El primer caso en estudio fue el de Nuria, quien caracteriz6 al sector del grupo que
mostré facilidad para utilizar indistintamente cualquiera de los tres modos de
representacion (el del dibujo, e de latablay el numérico), a resolver las situaciones

planteadas. Con este caso se muestra € paso de un sistema simbdlico a otro, sin



dificultad, es decir, se observo cierta habilidad en € uso de uno u otro al resolver

problemas de razén y proporcion.

El segundo caso fue € de Paulina, quien caracterizO a aquellos estudiantes que
mostraban gran apego a manejo de algoritmos, éstos a principio carecian de sentido, €l
cual fue establecido con posterioridad a la experiencia de ensefianza y también reflgjo
un uso frecuente tanto de razones como de proporciones, a resolver las actividades
planteadas. Mostrd facilidad para la determinacion de razones expresadas en forma
fraccionaria asi como en el establecimiento de proporciones, como la equivalencia entre
dos razones. Ademés, pese a progreso en € terreno numérico, no abandond del todo el

aspecto cualitativo de la proporcionalidad.

El tercer caso corresponde a Wendy, quien fue una de los estudiantes que podia resolver
problemas de valor perdido més facilmente, si empleaba la tabla, no asi con los otros
dos modos de representacion, € del dibujo y €& numérico, es decir, utilizaba
adecuadamente |os valores conocidos que integran una tabla, a reconocer y establecer
razonesy proporciones, pero mostraba dificultad si esos mismos valores formaban parte
de una figura, en esta situacion habia confusion, ya que establecia relaciones
incorrectas. Ella también caracterizo a los estudiantes en los que se observd en genera
un mayor avance, ya que tuvieron un punto de partida relativamente pobre y

concluyeron con mejor nivel a enfrentar problemas de razén y proporcion.
El caso de Nuria

Después de haber analizado las entrevistas hechas a Nuria, se puede decir que tuvo
varios logros a nivel conceptual y del lenguaje, los que se especifican en los siguientes

parrafos.

Pudo establecer estrecha correspondencia entre su pensamiento cualitativo y

cuantitativo, en torno arazén y proporcion.

Se desenvolvié de forma adecuada en los tres registros de representacion: el del dibujo,
el delatablay el numeérico, al determinar razonesy proporciones; ademas, llego a una
integracion de ellos, pues Nuriatomd los datos de |os problemas planteados y operé con
éstos, una vez que los habia vaciado en una tabla o colocado en las dimensiones
correspondientes de una figura, que ella misma habia dibujado. El buen desempefio que
tuvo en cada modo de representacion se reflgfé en los logros alcanzados durante los

distintos momentos claves que se dieron en el Programa de Ensefianza



Laforma de proceder de Nuria, en la mayoria de los casos, fue midiendo, comparando y

determinando relaciones, es decir, lamedicion lallevo a establecimiento de vincul os.

Llegb a un manegjo convencional de la escritura de las razones como fracciones, 1o
gue implico e avance que tuvo en el uso del lenguaje técnico; siguiendo a Freudenthal
(1983), es posible interpretar que Nuria empez6 a adentrarse en 1o que es un dominio

incipiente de los racionales.

Reconocio ala razdén como una relacion entre magnitudes y a la proporcion como una

relacion de equivalencia entre razones.

El programa de ensefianza le permitié una construccion conceptua elemental, ya que le
sirvié de introduccion de manera clara 'y fuerte sobre razones y proporciones, sabiendo

gue seguira un tratamiento de esto en los siguientes niveles educativos.
El caso de Paulina
Paulina mostré un fuerte avance en torno a dos aspectos importantes:

1) Lacargade sentido quele dio a empleo de algoritmosyy,

2) El desarrollo de su pensamiento cualitativo en torno arazony proporcion.
El trabajo algoritmico le permitio a la entrevistadora explorar € reconocimiento técito
de los operadores en los que Paulina estaba pensando, que fueron tanto naturales como
fraccionarios, estos ultimos de manera implicita, a multiplicar un valor por un nimero,
como primer paso y posteriormente dividir 1o obtenido entre otro nimero, o dividir
primero y multiplicar después. Esta forma de proceder remite a Dienes (1971a, b y
1972) y a Kieren, 1985. Por otro lado hay una coincidencia con lo dicho por
Vademoros, 19933, respecto a que a temprana edad |os nifios tienen habilidad en el uso
de operadores. Ademés, en Paulina se observé la facilidad de emplear tanto el factor

escalar como el factor funcion, lo que coincide con Vergnaud, 1991.

A nivel de lo que es la construccion de significados, éstos fueron enriquecidos junto
con los procesos de significacion. En cuanto a su designacion, Paulina llegd a usar los
términos mateméticos correspondientes. Finalmente, Ilegd a la construcciéon de los
conceptos de razon y proporcion, 1o que mostré por su aplicabilidad en distintos

ambitos y por la utilizacién de los distintos modos de representaci on.



Por otra parte, Paulina mostré en la resolucion de las distintas tareas, la fuerza que
cobr6 e dato perceptual y € apoyo en su experiencia, 1o que implico € desarrollo

alcanzado en €l terreno cualitativo de la proporcionalidad.

También en esta nifia se observaron mayores niveles de abstraccion al procesar su
pensamiento, hecho que se menciona por € uso frecuente del reciproco, coincidiendo

con los planteamientos de Piaget.

Algo més que decir de Paulina fue el hecho de gue comprendié gue no toda fraccion es

unarazon.
El caso de Wendy

Wendy mostré un gran avance después de |as sesiones trabgjadas durante la experiencia
de ensefianza, superd la idea de “centracién” en una sola dimension en las figuras, 1o
gue a principio estaba muy arraigada en ella, pudiendo amplificar o reducir en las dos
dimensiones lineales de las figuras. Logré darle sentido a los algoritmos que usd para
resolver las situaciones de proporcionalidad. Empled razones y proporciones de manera
adecuada, obteniéndolas de una tabla o del mismo texto de las situaciones planteadas.
UsO operadores naturales y fraccionarios para pasar de una escala a otra o entre distintos
valores de unamisma escala

Se le facilité trabajar con mitades y con tercios pero, admitio la existencia de otros
operadores fraccionarios.

Utilizé la tabla como un registro de representacion ya que a través de ella construyo
razones como fracciones. Esto muestra un pasaje del gran avance logrado en Wendy ya
que a inicio del Programa de Ensefianza mostrd entre otras dificultades el extraer datos
de una tabla para dar respuesta a lo demandado, € no poder organizar los datos en una
tablay laimposibilidad de leer en ella a las razones. Después de la Propuesta Didéctica,

Wendy no solo leialas razones a relacionar las magnitudes sino que las construia.

Conclusiones Generales

«+ Este programa de ensefianza fue desarrollado en tiempos escolares reales y se espera
gue los alumnos seguiran abordando los tépicos de razén y proporcion, con la
profundidad requerida, en los siguientes niveles educativos.

% Por sus fundamentos y por e carédcter constructivista de la experiencia de

ensefianza, se considera que puede ser desarrollada por los profesores que se
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encuentran en activo en las escuelas primarias y que muestran un interés ante la
problematica de la ensefianza de |os topicos de razén y proporcion, como un modelo
gue les permita hacer nuevas propuestas con base a su creatividad y habilidad.

Esta investigacion muestra que €l estudio de razdn y proporcion en sexto grado,
debe partir de reconocimientos cualitativos para llegar hasta la cuantificacion, pues
de esta manera los alumnos primeramente encuentran el significado de términos que
posteriormente rebautizardn con nombres empleados en € lenguge de la
matematica, 10 que los conducird a darles € sentido que tienen hasta llegar a la
generalizacion de conceptos.

La secuencia de presentacion de los modelos de ensefianza, permitié que los
estudiantes no abandonaran su pensamiento cualitativo al resolver problemas de
razon y proporcion, después de haber trabajado lo cuantitativo. Lo cual se asemejaa
lo sefialado por Kieren (1988), quien destaca que en el paso de lo concreto a lo
abstracto, lo intuitivo no se abandona total mente.

Se empez0 trabajando con lo que los sujetos dominaban previamente, que eran los
numeros naturales y una via que permitio a los estudiantes hacer € pasgje del
empleo de ellos a la escritura fraccionaria fue el uso de las tablas y de ciertas
expresiones coloquiales (asociadas a uso de operadores multiplicativos) como “la
mitad de...”, “ €l doble de...”, entre otras. Los nifios comenzaron a tener un buen
manejo de las expresiones fraccionarias, establ eciéndose una base elemental y solida
para el desarrollo del sistema de los nimeros racionales, lo cua es un gran logro, S
se toma en cuenta lo que dice Freudenthal (1983) respecto a que los racionales
permiten dar un tratamiento sistematico arazon y proporcion.

El salto del lengugje natural a técnico se dio cuando los nifios rebautizaron los
términos y este paso dio también lugar a otras representaciones numericas,
correspondientes alos racionales.

El pasgje de lo aditivo alo multiplicativo se dio cuando |os nifios se percataron de
lo que estaban sumando, de esta manera aditaban las mismas cantidades o
magnitudes, es decir, efectuaban sumas reiteradas llegando a realizar
multiplicaciones. En este transito tuvo un gran peso € uso de las expresiones
“cuantas veces cabe una magnitud en otra’ o0 “cuantas veces contiene una magnitud
alaotra’ y e manipular figuras de papel, sobreponiéndolas para determinar la

cantidad de veces que una dimensién cabe en la otra.



+ Durante las sesiones de ensefianza hubo mucho trabajo espontaneo por parte de los
nifios, o que se reflg6 en laforma de abordar las situaciones planteadas, como en €l
caso del Modelo de la Huella (tomado de Lesh y posteriormente adaptado) en donde
los nifios relacionaron la medida de su calzado con su estatura, sin que fuera
sugerido por lainvestigadora.

% Se considera que se pueden llegar a buenos resultados con la propuesta de
ensefianza s se siguen las distintas modalidades de intervencion que redizé la
investigadora durante su aplicacion, como: formular preguntas y registrar o que los
alumnos dicen d interior de los equipos, propiciar a nivel colectivo una discusion
gue permita a los estudiantes exponer y defender sus puntos de vista, dar
explicaciones cuando sean demandadas por los alumnos, hacer formulaciones que
les permitaregresar al tema, si es que hubiera alguna desviacion de él que los algjara
del objetivo de la sesién, aclarar dudas cuando fuera demandado a nivel individual.
En genera, desarrollar el papel de conductor(a) durante el programa de ensefianza,
encausando diversas reflexiones para que los estudiantes alcanzaran los objetivos

planteados en esta investigacion.
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